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1. Постановка задачи 

Предположим, что функции u1(r,t), u2(r,t) определены соответственно в областях 

                                      и удовлетворяют уравнениям  

            
 

 
                                             (1.1) 

Функции uj представляют собой поля температур, fj – заданные внутренние источ-

ники тепла;    – известные положительные постоянные – коэффициенты температуро-

проводностей,  j=1,2. 

Кроме того, имеются начальные и граничные условия 

                                                                                   (1.2) 

                                                                                       (1.3) 

                                                                                  (1.4) 

                                                                                            (1.5) 

                                                                                            (1.6) 

где kj – коэффициенты теплопроводностей. Условие (1.3) представляет собой равенство 

температур, а (1.4) – равенство потоков тепла на границе раздела r=R1. Известно, что 

   
  

    
   где cj – удельные теплоёмкости,     – плотности сред. 

Требуется найти функции                                            

               удовлетворяющие уравнениям (1.1) и условиям (1.2) – (1.6). 

2. Априорные оценки решения 

Для функций    автором ранее доказано неравенство типа Фридрихса 

     
         

   
   

  
 

   

 
             

            
   

   

  
 

   

 
    (2.1) 

Введём функцию времени                   
    

  

 
         

   
  

  
   Из (1.1) 

– (1.5) при помощи неравенств (2.1) и Гёльдера получаем       

                     
 

 
 

 

           
 

  
                                (2.2) 

Замечание. Из неравенства (2.2) следует единственность решения задачи (1.1) – 

(1.6). 

Из определения E(t) следуют оценки     в норме        

           
 

    
          

 

 
      (2.3) 

Предположим, что (всюду далее А01, А02, А1, …, А13 – положительные постоянные) 

    
        

 

  
 

   

     
                (2.4) 

Пользуясь неравенствами Гёльдера, (2.3), (2.4) и интегрированием по частям, из 

(1.1) – (1.5) имеем оценку для      

        
 

  

                               (2.5) 

Для получения оценки функции u1(r,t) можно воспользоваться представлением ре-

шения 1-ой краевой задачи в шаре     



                              
 

 
                        

  

 

 

 
    (2.6) 

где G есть функция Грина, причём 

         
  

   
     

   

  
     

   

  
  

        
       

  
          (2.7) 

          

  
 
    

 
  

   
           

   

  
  

        
       

  
              (2.8) 

Легко заметить, что              Ряды (2.7), (2.8) быстро сходятся при больших 

   При малых   быстро сходятся ряды для эквивалентных представлений   и    

         
 

 
                                 

             (2.9) 

                  
      

       

    
   – функция источника. При такой записи 

     

  
 
    

 
  

      
   

                  
             

    
  

       

 
  

      
   

                  
             

    
  

         (2.10) 

Вернёмся к формуле (2.6) и представим   
 

 
    

   

 
  

 

   
при произвольном 

       При         имеем          Значит на         надо пользовать-

ся формулами (2.7), (2.8), а при           – использовать представление (2.9), 

(2.10). 

С помощью неравенств Гёльдера, (2.4) и (2.5),            получаем 

                        

  

 

   

 

  

 
 
 

 
             

   
  

  
     

   
 

  
 

      
         

   
  

  
      

   
 

  
 

           

                    

   

 

  

 
 
 

 
             

   
  

  
     

    
 

  
 

      
 

  
       

   
  

  
      

    
 

  
 

           

Теперь оценим            Из формул (2.9), (2.10), неравенств (2.4), (2.5), пользуясь 

правилом Лопиталя и считая   
  

 

   
    выводим 

                        

  

 

 

   

     
                        

 

   

     
 

  
   

По непрерывности            такое, что             справедлива оценка 

                        

  

 

 

   

     
     

По непрерывности             что             справедлива оценка 

                    

 

   

     
 

  
   

Пусть теперь                  тогда для         из формулы (2.10) при помо-

щи неравенств Гёльдера и (2.4) выводим 



                        

  

 

 

   

      
                        

 

   

      
 

  
   

Таким образом,                     получена оценка  

                     
        

 
  

                        (2.11) 

T > 0 – произвольное число. Оценим число   для Земли, имеем 

  
 

      
    

  

  
 
  

  
                  (2.12) 

                                                                                     

              Таким образом, величина   зависит от геометрии области и физиче-

ских параметров контактирующих сред. 

Обратимся теперь к оценкам температур (2.5) и (2.11). Они получены при условии 

сходимости интеграла (2.4) с постоянной   из (2.12). Значит, при     температуры в 

средах стремятся к нулю. Заметим, что условие (2.4) влечёт экспоненциальное затуха-

ние интенсивности внутренних источников тепла. 
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